AUSGEARBEITETE LOSUNGEN 14.08.2025

Losungen zur Klausur vom 14.08.2025

Algorithmen und Datenstrukturen - SS 2025

Grundlage: 44-Klausur vom 14.08.2025 final.pdf. Ausgearbeitete Lernlésung mit Begrindungen;
keine offizielle Musterlésung. Alle Teilaufgaben sind enthalten. Fir die Bonuspunkte auf dem
Deckblatt ist keine zusatzliche Aufgabe angegeben.

Aufgabe 1 - Wissen und Multiple Choice

a) Listen ohne Ende-Zeiger verketten

O(n), Antwort 2. Die Liste mit m Elementen wird an die Liste mit n Elementen angehangt. Deren
letztes Element muss zunachst durch n Knoten hindurch gesucht werden. Danach reicht eine
Zeigeranderung; die m anzuhangenden Knoten mussen nicht einzeln durchlaufen werden.
Gemeint ist die engste passende asymptotische Schranke, obwohl O(n+m) ebenfalls eine grobere
obere Schranke ware.

b) Mogliche AVL-Eigenschaften

Antworten 1 und 2: Die Wurzel kann Balancefaktor -1 besitzen. Ein AVL-Baum aus genau drei
Knoten kann an allen Knoten Balancefaktor 0 haben, namlich eine Wurzel mit zwei Blattern.

Wenn jeder Knoten Balancefaktor 0 besitzt, sind beide Teilbdume Uberall gleich hoch; rekursiv
ergibt sich ein perfekter Binarbaum mit 27h - 1 Knoten. Vier oder finf Knoten sind somit
unmoglich. In jedem nichtleeren endlichen Baum gibt es Blatter mit Balancefaktor 0, daher kann
nicht jeder Knoten +1 besitzen. +2 ist ohnehin mit der AVL-Bedingung unvereinbar.

c) Datenstrukturen

Aussage Bewertung Begriindung

In Suchbaumen sind alle KindschlUssel Falsch Rechte Teilbaume enthalten gréBere Schllssel.
kleiner als die Elternschlissel

Comparable kann Gleichheit mit Richtig im Sinn compareTo liefert 0 bei Gleichwertigkeit gemaf
compareTo priufen der der festgelegten Ordnung.
Sortiergleichheit

Eine einfach verkettete Liste kann Falsch In einer gultigen, vom Anfang erreichbaren
mehrere null-Nachfolger besitzen Kette besitzt nur das letzte Element einen
null-Nachfolger.

Ende-Zeiger null bedeutet leere Liste Richtig Bei korrekt gepflegtem Ende-Zeiger gilt dies
genau fur die leere Liste.

Ein Binarbaum mit 20 Knoten hat Falsch Eine Kette kann Hohe 20 in Knotenebenen bzw.
maximal Hohe 3 19 in Kanten haben.
Prazisierung zu Comparable: compareTo(a) == 0 bedeutet nicht zwingend equals(a) oder

Referenzidentitat. Ein korrektes Comparable kann eine Ordnung definieren, die nicht mit equals
konsistent ist. Falls ,,Gleichheit” in der Aussage ausdrlcklich equals-Gleichheit meinen sollte,
ware die pauschale Aussage falsch. Im Ublichen Sortierkontext der Klausur ist die zweite Aussage
als richtig zu lesen.
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d) Gleiche Worst-Case-Komplexitat

Richtig sind Aussagen 1, 4 und 6.

Bewertung Worst-Case-Laufzeiten
Insertionsort / Selectionsort Richtig beide ©(n?)
Heapsort / Bubblesort Falsch O(n log n) / ©(n?)
Binare Suche / Interpolationssuche Falsch O(log n) / ©(n)
Preorder / Inorder Richtig beide ©(n)
Bubblesort / Mergesort Falsch ©(n?) / ©(n log n)
Mergesort / Bottom-Up-Mergesort Richtig beide ©(n log n)

Aufgabe 2 - Komplexitat und Rekursion

Druckfehler im Original: Im Kopf der aulBeren for-Schleife von prozl steht ein Komma statt des
zweiten Semikolons. Gemeint ist for (int i=n; i>=1; i/=2). Ohne diese Korrektur kompiliert
der abgedruckte Java-Code nicht. Die folgende Losung behandelt die ersichtlich beabsichtigte
Schleife.

a) Aufrufzahlen

FiUrn = 1 und n = 27k, ohne MaschinenUberlauf:

Methode Aufrufe furn = 4 Aufrufe als Funktion von n Zeitkomplexitat
prozl 12 n - (logz2(n) + 1) O(n log n)
proz2 31 27(n+1) -1 0O(27™n)
In prozl nimmt i die Werte n, n/2, ..., 1 an. FUr jeden dieser logz(n) + 1 Werte lauft j genau n-mal.

Firn=4:3-4=12.

In proz2 steht tuwas auBerhalb der if-Anweisung. Deshalb wird es auch bei n = 0 einmal
ausgefuhrt. C(0) = 1 und C(n) = 2C(n-1) + 1 ergeben C(n) = 27~(n+1) - 1. Fir n = 4 hat der
Rekursionsbaum 1 + 2 + 4 + 8 + 16 = 31 Knoten. Flr n = 0 hat prozl null, proz2 einen
tuwas-Aufruf.

b) tuwas(n) mit Kosten O(n)

O(n? log n). Es gibt n(logz(n) + 1) Aufrufe, und jeder erhalt denselben Parameter n. Die
zusatzlichen Kosten O(n) pro Aufruf ergeben O(n?(log n + 1)) = O(n? log n).

c) Maximale Rekursionstiefe

5 gleichzeitig aktive Aufrufe, entsprechend den Parameterwerten 4, 3, 2, 1, 0. Nach der
Konvention ,, Anzahl der Ubergange unter dem Startaufruf“ sind es 4. Die insgesamt 31 Aufrufe
sind nicht gleichzeitig aktiv.
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Aufgabe 3 - Gerichteter Nachfolgergraph
Die Kantenregel lautetj-i = 1 oderj-i = 2. Es gibt somit nur Pfeile zu gréBeren Knotennummern.

a) Adjazenzmatrix fur N = 5

Zeile = Start, Spalte = Ziel, 1 = Kante vorhanden, 0 = keine Kante.

Von / nach 1 p 3 4 5
1 0 1 1 0 0
2 0 0 1 1 0
3 0 0 0 1 1
4 0 0 0 0 1
5 0 0 0 0 0

Die beiden Diagonalen direkt oberhalb der Hauptdiagonalen enthalten die Einsen.

b) Topologische Sortierbarkeit fur N =5

Ja. Eine topologische Reihenfolge ist 1, 2, 3, 4, 5. Jede Kante zeigt in dieser Reihenfolge nach
vorn.

c) Topologische Sortierbarkeit fur beliebiges N

Ja. Die Reihenfolge 1, 2, ..., N ist immer topologisch. Entlang jeder gerichteten Kante wachst die
Knotennummer streng; ein gerichteter Kreis ist daher unmaoglich.

d) Kante erganzen fur N = 10000

Ja, zum Beispiel 2 » 1. Die Kante 1 = 2 existiert bereits. Die erganzte Gegenkante erzeugt den
gerichteten Zyklus 1 —» 2 —» 1. Damit ist der neue Graph nicht mehr topologisch sortierbar.

e) Speicherbedarf

Adjazenzlisten benotigen asymptotisch weniger Speicher: Es gibt N Knoten und (N-1) +
(N-2) = 2N-3 Kanten, also O(N) Speicher fur Listen gegentber O(N?) fir die Matrix.

f) Entfernen von 59, 60 und 61 bei N = 120

2 schwache Zusammenhangskomponenten: {1, ..., 58} und {62, ..., 120}. Innerhalb jeder
Gruppe verbinden die Nachfolgerkanten alle Knoten; zwischen 58 und 62 betragt der Abstand 4
und kann durch eine Kante mit Sprungweite héchstens 2 nicht Gberbrickt werden.

Bei gerichteten Graphen ist ,,Zusammenhangskomponente” ohne Zusatz mehrdeutig. Hier ist der
Ubliche Zusammenhang unter Ignorieren der Pfeilrichtungen gemeint. Wirde nach starken
Zusammenhangskomponenten gefragt, ware wegen der Kreisfreiheit jeder der 117 verbliebenen
Knoten eine eigene starke Komponente.
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Aufgabe 4 - Jedes zweite Listenelement entfernen

a) Nachfolger entfernen

private void entfernen(Link<T> zeiger) {
if (zeiger != null && zeiger.naechster != null) {
zeiger.naechster = zeiger.naechster.naechster;
}
}

Der Zeiger auf den direkten Nachfolger wird durch den Zeiger auf dessen Nachfolger ersetzt.
Dadurch wird genau ein Knoten Ubersprungen. Ohne Nachfolger gibt es nichts zu entfernen. Der
zusatzliche null-Test macht auch den Aufruf mit null wirkungslos. Laufzeit O(1).

b) Liste halbieren

public void halbieren() {
Link<T> p = anfang;
while (p != null) {
entfernen(p);
p = p.naechster;

}

Es bleiben die urspringlichen Elemente an den Positionen 1, 3, 5, ... erhalten. Zuerst wird das
zweite Element entfernt; anschlieSend zeigt p.naechster bereits auf das urspringlich dritte
Element. Deshalb wird p nur einmal weitergesetzt. Beispiel: [a,b,c,d,e] wird [a,c,e]. Bei leerer Liste
wird die Schleife nicht betreten. Laufzeit O(n), Zusatzspeicher O(1).
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Aufgabe 5 - Binarbaum und
Heap-Schlusseleigenschaft

Die Aufgabenstellung verwendet einen Max-Heap: Jeder Elternschlissel ist mindestens so grof3
wie die Schlussel seiner vorhandenen Kinder.

a) GroRten Schlissel bestimmen

public int groessterSchluessel() {
assert(wurzel !'= null);
assert(istHeap());
return wurzel.schluessel;

}

Durch die Heapordnung ist die Wurzel mindestens so grol8 wie jedes Kind und damit transitiv wie
jeder Nachkomme. Der Zugriff selbst kostet O(1). Werden Java-Assertions eingeschaltet, fuhrt die
vorgegebene Assertion istHeap() zusatzlich eine vollstandige Prifung in O(n) aus.

b) Lokale Heapbedingung prufen

private boolean istHeapKnoten(HKnoten knoten) {
if (knoten == null) return true;
return (knoten.linkesKind == null
|| knoten.schluessel >= knoten.linkesKind.schluessel)
&& (knoten.rechtesKind == null
|| knoten.schluessel >= knoten.rechtesKind.schluessel);

}

Fehlende Kinder verletzen die Ordnung nicht. Bei vorhandenen Kindern darf keines grofSer als der
Elternknoten sein. Gleich groRe Schlissel sind erlaubt. Diese Prifung kostet O(1).

c) Rekursiv den gesamten Teilbaum prifen

private boolean istHeap(HKnoten knoten) {
if (knoten == null) return true;
return istHeapKnoten(knoten)
&& istHeap(knoten.linkesKind)
&& istHeap(knoten.rechtesKind);
}

Ein Teilbaum erflllt die SchlUsseleigenschaft genau dann, wenn sie lokal an seiner Wurzel und
rekursiv in beiden Teilbaumen gilt. Der leere Teilbaum erflllt sie ebenfalls. Vollstandigkeit und
Linksblndigkeit werden auftragsgemalf nicht geprift. Worst-Case-Laufzeit O(n);
Rekursionsspeicher O(h).
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Aufgabe 6 - Suchschritte und Insertionsort

Gezahlt wird pro besuchtem Arrayelement ein Schlisselvergleich bzw. Suchschritt. Fir binare
Suche gilt m = [(I+r)/2] bei einschlieBlich verwendeten Grenzen. Eine andere Rundung kann
andern, welcher Schlissel am tiefsten liegt.

1.1) Maximale Schritte bei binarer Suche

4 Schritte. Bei acht Elementen kdénnen nicht alle in den ersten drei Ebenen des
Suchentscheidungsbaums liegen, denn diese enthalten héchstens 1 +2 +4 =7
Vergleichspositionen.

1.2) Schlussel mit genau dieser Schrittzahl

Nur der Schliissel 23, bei der genannten Abrundung. Die Suche besucht die Indizes 3, 5, 6, 7
und damit die Schlussel 4, 21, 22, 23.

Schliissel Besuchte Indizes Schritte
1 3,1,0 3
2 3,1 2
3 3,12 3
4 3 1
20 3,54 3
21 3,5 2
22 3,56 3
23 3,5,6,7 4

Wiurde der Mittelpunkt stets aufgerundet, benétigte stattdessen der kleinste SchlUssel 1 vier
Schritte. Die maximale Zahl bleibt 4.

1.3) Bedeutung von n in O(logz n)

n = 8, die Anzahl der Arrayelemente. Der grofste Schllssel 23 ist fur die logarithmische
Abhangigkeit nicht mafigeblich.

2.1) Maximale Schritte bei linearer Suche

8 Schritte, wenn die Suche am Index 0 beginnt und nacheinander alle Elemente pruft.

2.2) Schliussel mit genau dieser Schrittzahl

Nur 23, da er an der letzten Position steht. Dass ausschlieSlich vorhandene Schlissel gesucht
werden, andert den Aufwand fur diesen letzten SchlUssel nicht.

3) Vergleiche bei Insertionsort

7 Schlisselvergleiche beim ublichen direkten Insertionsort. Fir jedes der sieben Elemente ab
Index 1 wird einmal mit dem Vorganger verglichen. Da das Array bereits aufsteigend sortiert ist,
endet jeder EinfUgeschritt sofort, ohne Verschiebung. Schleifen- und Indexprifungen sind hier
keine Schllsselvergleiche.
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